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o 910 B Aufgaben

% 1. Runde (Schulrunde)

Hinweise: 1. Fiir die Olympiadeklassen 9 und 10 stehen in der ersten Runde insgesamt sechs
Aufgaben zur Verfiigung, aus denen die Verantwortlichen vor Ort eine geeignete Auswahl tref-
fen konnen. Wenn die erste Runde als Hausaufgabenwettbewerb durchgefiihrt wird, kann die
Wahl von vier der sechs Aufgaben auch den Teilnehmenden tiberlassen werden.

2. Der Losungsweqg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch
und grammatisch einwandfreien Satzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezo-
gene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind. Auf
eine Beweisangabe kann auflerdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen Namen
besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

631011

a)

Fiir die Zahl a gelte

a = 444 444 444 444 445 — 444444 444 444 444* + 111111111111 111
und fiir die Zahl b

b = 544 444 444 444 444% — 444 444 444 444 444% + 111111111 111111 .

Berechnen Sie die Quersummen von a und b.

Zu einer gegebenen positiven ganzen Zahl s betrachten wir nun die s-stellige natiirliche
Zahl k., deren Zifferndarstellung aus s Einsen besteht, also k = 1...1, sowie die ebenfalls

s—mal

s-stellige natiirliche Zahl m = 4k = 4...4.

1
Nun ersetzen wir eine beliebige der Ziffern von m durch die Ziffer 5 und erhalten die
Zahl n; es sind also s verschiedene Werte fiir n moglich. Zu jedem dieser Werte bilden
wir analog zur obigen Teilaufgabe die Zahl ¢ mit

c=n’>—m’+k.

Ermitteln Sie die Anzahl der Werte, welche die Quersummen dieser Zahlen ¢ in Abhén-
gigkeit von der Stellenzahl s annehmen koénnen.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!
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631012

Gegeben sind vier Geraden durch ihre Gleichungen.

2 +5

: = — . _
(%51 Yy 9 97
7 59

: = —.r - —
g2: Y 6 67

g3: T-x—6-y=28,
gyt 22 —9-y=-56.

Klassifizieren Sie das konvexe Vieleck so genau wie méglich, das durch die Schnittpunkte dieser
vier Geraden bestimmt ist.

Hinweis: Klassifizieren bedeutet hier zu kléren, wie viele Ecken das Vieleck hat und ob es
besondere Eigenschaften beziiglich der Seiten oder Winkel gibt, sodass dem Vieleck eine be-
sondere Bezeichnung (zum Beispiel: gleichseitiges Dreieck, Rechteck, gleichwinkliges Sechseck)
zugewiesen werden kann.

631013

Von den Zahlen 2023, 2024 und 2025 ist die erste durch die Quadratzahl 289, die zweite durch
die Quadratzahl 4 und die dritte durch die Quadratzahl 25 teilbar.

a) Geben Sie drei weitere Beispiele fiir jeweils drei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen
an, die jeweils Vielfaches einer Quadratzahl grofer als 1 sind.

b) Zeigen Sie: Es gibt sogar unendlich viele Beispiele fiir drei aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen, die jeweils Vielfaches einer Quadratzahl grofer als 1 sind.

c) Finden Sie ein Beispiel mit vier aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen, die jeweils
Vielfaches einer Quadratzahl grofier als 1 sind.

631014

Um eine Gleichung zu 16sen, bei der die Losungsvariable im Radikanden einer Wurzel vor-
kommt, ist es empfehlenswert, die Gleichung zu quadrieren.

Beispiel 1:
V2r+1=-T7.
Es muss x > —0,5 sein, damit die Wurzel definiert ist.

Quadrieren auf beiden Seiten der Gleichung fiihrt zu 2z + 1 = 49. Diese Gleichung hat die
Losung = = 24. Setzt man diese Zahl in die Ausgangsgleichung ein, so stellt man fest, dass 24
keine Losung ist.

Merke: Quadrieren ist keine Aquivalenzumformung. Es kann zu Scheinlésungen fiihren.

‘Auf der ndichsten Seite geht es weiter!
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Beispiel 2:
VI+vVe—6=+2x—-2.

Es muss x > 6 sein, damit alle Wurzeln definiert sind.

Wenn man beide Seiten der Gleichung quadriert und umformt, dann erhélt man

Vo -vr—6=2.

Erneutes Quadrieren fiihrt zur quadratischen Gleichung 2% — 6z — 4 = 0 mit den Lésungen
r1=3—+/13 und 7, = 3 + V13. Wegen 3 — V13 < 0 < 6 ist vx; — 6 jedoch nicht definiert;
es handelt sich also um eine Scheinlésung. Auch fiir 2o muss gepriift werden, ob es sich um
eine Losung handelt, denn wir haben nicht dquivalent umgeformt. Dabei geniigt eine nume-
rische Auswertung mit dem Taschenrechner nicht, da sich auf diese Weise niemals die exakte
Gleichheit von

\/\/1_3+3+\/¢1_3—3= \/2\/1_3+4
zeigen lasst. Diese Gleichheit folgt aus der Beziehung
2
(\/\/ﬁ+3+\/\/ﬁ—3) — Vi3 4342/ (VIB+3) (VI -3) + VIB -3

= 2V13+2/13 -9 =2V13+4
und der Aussage, dass fiir zwei Zahlen A, B > 0 und A = B auch VA = /B gilt.

a) Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Gleichung
VT —Vr—6=+2x—14.

b) Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Gleichung

Ve+b+vVr—2=vVz+14+Vr—-T7.

631015

a) In der Ebene sind zwei Punkte A und B gegeben. Bestimmen Sie alle Punkte P der
Ebene, fiir welche die Summe der Abstdnde
|AP| + |BP|

des Punktes P zu den Punkten A und B minimal (also so klein wie moglich) wird. Geben
Sie den minimalen Wert an.

b) In der Ebene ist ein Quadrat ABC'D gegeben. Bestimmen Sie alle Punkte P der Ebene,
fiir welche die Abstandssumme

|AP|+ |BP|+ |CP| +|DP|

minimal wird.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!
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631016

a)

Fiinf Stéadte sollen durch Strafen miteinander verbunden werden, sodass man von jeder
Stadt aus jede andere erreichen kann. Dabei fiihrt jede Strake von einer Stadt zu einer
anderen, ohne dass sich die Strafen iiberschneiden (kreuzungsfreies Bauen soll méglich
sein — notfalls mit Briicken).

Wie viele Stralen muss man wenigstens bauen?

Nun sollen 2023 Stiadte miteinander wie in a) beschrieben verbunden werden. Dabei soll
zusétzlich gelten, dass je zwei dieser Stadte auf genau eine Weise iiber einen Weg aus einer
oder mehreren Strafen verbunden sind. Als Weg bezeichnen wir dabei eine Fahrtroute
zwischen zwei (verschiedenen) Stédten, die gegebenenfalls iiber eine oder mehrere weitere
Stadte fiithrt, wobei jede dieser weiteren Stadte genau einmal durchfahren wird.

Wie viele Strafen (direkte Verbindungen zwischen zwei Stadten) hat ein solches Stra-
fsennetz?
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